CHAPITRE 1

La transformation de Fourier

1. Introduction

Le but de I'analyse de Fourier est la décomposition de fonctions arbitaires
comme superposition linéaire de fonctions élémentaires. Par fonctions élémentaires,
on entend ici des fonctions régulieres qui soient vecteurs propres de la dérivation,
au sens que

(1) dix(z) = Ajx(x)
le but étant en quelque sorte de «diagonaliser» la dérivation — tout ceci reste
évidemment bien formel dans la mesure ot I’on n’a pas donné de sens a la notion
de valeurs propres, vecteurs propres dans des espaces de fonctions, qui sont de
dimension infinie.

Le systeme d’équations (1) se résout, et les solutions s’écrivent a une constante
multiplicative pres

n
X(@) = exp(d_ Ajz;)
j=1
et si 'on se restreint aux solutions bornées,

Xe(w) = e
avec £ = (&1,...,&,) € R™ L’objectif est donc de pouvoir décomposer une fonc-
tion (sinon pour toute du moins pour certaines classes de fonctions) comme une
somme continue de la forme

f(a) = / o(f: ) xelw) de

ol X¢(z) sont des fonctions bornées vérifiant (1). L’idée maitresse est que sous
réserve de pouvoir intervertir dérivation et somme, la dérivation

0,1 (x) = / i€;e(f;€)xel) de

est remplacée par la multiplication par i&;.

Ceci amene a la définition de la transformée de Fourier qui permet de réaliser
de telles décompositions au moins pour des fonctions de classe L2. Le stade suivant
est de donner un sens a cette opération pour des distributions.
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6 1. LA TRANSFORMATION DE FOURIER

On notera dans tout le chapitre D; = —i0;.

2. Transformation de Fourier dans L2

Dans cette section, on commence par définir et étudier succintement la trans-
formée de Fourier des fonctions L*(R™).

DEFINITION 2.1. Soit f € L'(R™), la transformée de Fourier de la fonction
f est la fonction bornée et continue définie par

]E(ﬁ) = /e_””'ff(x) dr, VEeR"™

En fait, 'information sur le caractere borné de f peut étre améliorée.

LEMME 2.2 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction L'(R"), la
transformée de Fourier de f tend vers 0 lorsque |&| tend vers l'infini.

PREUVE. Pour une fonction Cj°(R"), c’est une simple intégration par par-
ties. Le résultat général découle de la densité de ces fonction dans L'(R™) et de

Pinégalité | £(£)] < || £l O

EXEMPLE 1. —<lo/2 = (27 [e)™/2e E7/2¢

En effet, grace au théoreme de Fubini, on se ramene au cas n = 1, puis par un
changement de variable au cas ¢ = 1, enfin grace a une intégration par parties,
on constate que la transformée de Fourier ¢g(§) vérifie I'équation différentielle

g +&9=0
ce qui donne le résultat en intégrant, étant donné que
+00
9(0) = / e 2 dx = /2.
Voici quelques propriétés de la transformée de Fourier dont nous aurons besoin
par la suite.
PROPOSITION 2.3. Soit f une fonction de L'(R").
(1) Si de plus f est C* et D;f € L', alors 5]\]“ 3
(2) Si de plus x;f € L' alors festCl et Djf = —;J?.
(3) Sige L'Y(R™) alors m = fq.

PREUVE. Le premier résultat vient d’une intégration par parties — en remar-
quant que la limite de f en +oo est nulle puisque
1 2(2]' 2$j t

fz) = — flzy, oot x,) dt+ 5jf(x1,...,t,...,mn)(——1)dt

Lj Ja, T L
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et donc
1
||

2zj
@) < ||f||L1+/ 0,7 (21s st )| dE— 0

J
lorsque x; tend vers +o00. Le deuxieme résultat vient du théoreme de dérivation
d’une intégrale a parametre.

Quant au troisieme résultat, si f et g sont de classe L! (alors f * g est L) il
suffit d’utiliser le théoreme de Fubini et un changement de variable

(Fa)©) = [[ e @ drdy= [[ =gtz - a) dods
pour obtenir ’égalité désirée. O

A présent, il faut se soucier de trouver une formule d’inversion pour la trans-
formation de Fourier.

THEOREME 2.4. Si f € L' est telle que f € L' alors on a

~
~ ~

f=@m)"f.

PREUVE. Grace au théoreme de Fubini, on commence par écrire

(2) e_a|£|2/2f _ // 6—i(z+y)~£€—5\§|2/2f(y) ¢ dy = (27r/5)§e‘|x|2/25 *f

ce qui donne également

|z|?/2¢

. _n __ . . “, s .
Comme la gaussienne (27e) " 2¢ est une approximation de l'unité, le premier

terme converge vers (27)" f presque partout et grace au théoreme de convergence
dominée, le deuxieme terme tend vers la transformée de Fourier de f. On obtient
donc I'égalité désirée en faisant tendre € vers 0. U

Gréce au théoréme précédent, si f € L' et si f € L' alors on peut écrire f
comme

3) f(z) = (2m)" / F(6)ei e de

ce qui est exactement ce qu’on cherchait a faire dans I'introduction.

On a donc défini une transformation linéaire, une formule d’inversion valable
pour certaines fonctions. Le probleme est de savoir sur quels espaces agit cette
transformation : a part la propriété donnée par le lemme de Riemann-Lebesgue,
on n'a pas de caractérisation simple de I'image de L' par la transformée de
Fourier. Pour remédier & cela, on prolonge la définition sur L? ot la transformation
agit en un isomorphisme (une isométrie selon la convention choisie).
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THEOREME 2.5 (Théoréme de Plancherel). Si f,g € L' alors on a la formule
de Parseval

(f? g>L2 - (.fv é)L2

par conséquent, si f € L* N L? alors

(4) 1fll2 = @m)E (1 f]]e-

PREUVE. D’apres le théoreme de Fubini, on a
(Fge = [[ e =ra)gl€) dude = (1.1

et (4) est une conséquence directe si f, felLl (en choisissant g = f) Dans le cas
ou f € L' N L?, la relation (2) donne

—

e~=P/2f = (2mfe)Eell /%« f e LT
car f € L™ (puisque f € L') et la gaussienne est L', donc on peut appliquer (4)
e ||le 2 fl o = (|2 f | o,

Le terme de droite tend vers || f||z2 par le théoréme de convergence dominée,
le terme de gauche vers (27)"2||f|| .2 car la gaussienne (2me)~"/2e~17*/2 est une
approximation de I'unité. 0

DEFINITION 2.6. Etant donné que L* N L? est dense dans L* et en vertu de
I’égalité (4), on peut prolonger de maniére unique la transformation de Fourier
définie sur L' N L* en un isomorphisme' sur L* vérifiant (4)

F:L*R") — L*(R")
f=F=F
dont Uapplication inverse est donnée par F~' = (2r) " F* = (2r) " F.

REMARQUE 2.7. Il faut faire attention au domaine de validité des formules
définissant la transformée de Fourier. Telle qu’écrite dans la définition, la formule
n’a a priori un sens que si f € L'. La transformée de Fourier d’'une fonction
L? n’est définie que par un passage a la limite. Soit y € L N L', continue au
voisinage de 0, telle que x(0) =1, on a

~

f€) =1m [ =y (er) () dr (dans 12)

puisque ||x(e-)f — f|lz2 — 0 par le théoreme de convergence dominée et x(e-)f €
L' N L2. Ceci peut donner des formules de calcul effectif dans certains cas, par

1Avec d’autres conventions pour la transformée de Fourier, on peut s’arranger pour que
cette application soit une isométrie.
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exemple en choisissant x = 13«1

A~

f&) = tm [ e () da

r—+00 |lz|<r

.. _ 2
ou en choisissant y = e~ 1#"/2

~

f(&) =lim e‘ix'ge_e‘x‘Q/zf(z) dx.

EXEMPLE 2. F(22Ty) = lim PRT mint gy = ml1(€)
r——+oo [ xr

T

En effet, 'intégrale

T 4 oo r(€+1)
/ %e_mfda::2/ Smxcos(xf) dx = / Sl
—r 0

v v ey 7

tend vers m1j_q 3(&) lorsque 7 — 4o00.

REMARQUE 2.8. Jusqu’a présent les définitions de la transformée de Fourier
n’ont été données que dans L' et dans L?. Pour le moment, aucune définition n’a
été donnée pour des fonctions Li, .. Par exemple, on ne sait pas ce que pourrait étre
la transformée de Fourier de la fonction de Heaviside H. L’objet de ce chapitre
est de donner un sens a la transformée de Fourier de certaines distributions, en

particulier de certaines fonctions L. ..

3. Autour du principe d’incertitude de Heisenberg

La question de savoir quelle est I'action de la transformation sur le support
d’une fonction et en particulier de savoir si une fonction a support compact reste
a support compact est d’intérét pour la suite.

Un premier élément de réponse est fourni par I'exemple de la gaussienne. En
effet, bien que le support de la gaussienne £™/2e7171*/2¢ goit R, il suffit de tracer le
graphe de cette fonction pour différentes valeurs de € > 0 pour se rendre compte
qu’elle est d’autant plus concentrée pres de 0 que € est petit — c’est méme ce
qui en fait une approximation de I'unité. Au contraire sa transformée de Fourier
(27r)”/2e_€|m|2/2 est d’autant moins concentrée en 0 que € est petit.

On peut en fait donner une réponse plus précise a la question.

LEMME 3.1. Une fonction C3° dont la transformée de Fourier est a support
dans un ensemble borné dans l'une des directions x; est la fonction nulle. En
particulier, la seule fonction C3° dont la transformée de Fourier est Cg° est la
fonction nulle.

PREUVE. Soit ¢ € C§° dont la transformée de Fourier est a support dans
[—a,a] x R"™!. La fonction ¢ peut étre prolongée en une fonction holomorphe
dans la premiere variable

P(¢1, ¢ = / et gy de, V((1,¢) € Cx R
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En effet cette derniere formule définit bien une fonction holomorphe sur |(;| < r
car la majoration
e o) < e Jp(z)] € LT
permet d’appliquer le théoreme d’holomorphie pour les intégrales dépendant d’un
parametre (ceci pour tout r > 0), de plus elle coincide avec ¢ sur R™. La fonction
1 — ¢((1, &) est holomorphe sur C et nulle sur R\[—a, al, elle est donc iden-
¥

tiquement nulle, et ceci quel que soit &'. Ceci implique que ¢ est nulle et donc
®. O

Ce lemme est une premiere formulation du principe d’incertitude de Heisen-
berg, qui stipule qu’on ne peut a la fois localiser une fonction et sa transformée
de Fourier.

Voici une autre version du principe d’incertitude d’Heisenberg.

THEOREME 3.2. Soit u € L? telle que 4 € L* et xju € L*. On note (x;) =
(xju,u)r2, (&) = (§u,0)r2. Alors on a

. 1
(5) (s = () ullz2ll (& = €)illze > 5 llullZ.
2
1l y a égalité pour tout 1 < 7 < n uniquement pour des gaussiennes.

PREUVE. Soit v € C§°, on commence par calculer
p(t) = [[(tz; +iDj)v||22 = llzjoll 72 + [ Doz — 2ti ([Dy, 25]v, v) 2
N——_—— —
=illol2,
ce polynome est positif pour tout ¢ donc son discriminant est négatif, ce qui donne
1
2 2 4
lzjollze | Dyvllze = Zvllz:
et par des régularisation et troncature, 'inégalité reste vraie? si I'on suppose
seulement z;v € L? &0 € L?. En choisissant v = e"®u(x +a) ol a et « sont des
vecteurs dont la seule coordonnée non-nulle est en jeme position et égale a (),
resp. (&;), on obtient l'inégalité désirée.
De plus, s’il y a égalité alors le discriminant de p est nul, donc p admet une
racine double ¢;, ce qui donne les équations 0;v +t;x;v =0 et donct; > 0 et v =

2Soient y € C§° de moyenne égale a 1, x. = e "x(-/¢) et ¥ € C§° telle que ¥(0) = 1 alors
CS° 3 ve = (e')v x xe — v dans L? et de plus
zjve () = Y(ex) (z,v) * xe + e (ex)v * (T;X)e
—_————
borné dans L2

tend également vers x;v € L? dans L?. De méme la transformée de Fourier de

0ve(x) = Y(ex)v * Ojxe + € 0¢(ex) v * (xX)e

borné dans L2

tend vers £;0 dans L2
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cexp(— " t;x7). La fonction u est alors de la forme u = v exp(— 37, tj(z; —

w;)? avec w; complexe, i.e. une gaussienne. ([l

Ce résultat est une formulation mathématique du principe d’incertitute de
Heisenberg formulé en mécanique quantique. Il est fortement lié au fait que
[Dj,z;] = —i. Il existe bien d’autres résultats mathématiques tournant autour
du méme aspect.

4. Espace de Schwartz et distributions tempérées

A présent, on veut prolonger la transformée de Fourier aux distributions : la
transformée de Fourier d’une fonction L? est une fonction L? donc L., on com-
mence donc par étudier sa caractérisation en terme d’intégral contre des fonctions
test pour tenter d’extrapoler une définition plus générale pour les distributions.

Soient ¢ € C°(R") et f € L2(R™), on a f € L2 C L2 et d’apres la formule

de Parseval foc
(.0 = [ F©e© & = [ F@)plald.

On est donc tenté de définir la transformée de Fourier d’une distribution par la
formule

(T, ) = (T, ).
Le probleme réside dans le fait que si ¢ € C3°, ce n’est pas le cas de ¢! En effet, ¢
est une fonction C* (cf. proposition 2.3), bornée, tendant vers 0 & I'infini, mais elle
n’est pas a support compact d’apres le lemme 3.1. Le remede consiste a remplacer

I'espace C3° par un espace de fonctions régulieres stable par transformation de
Fourier.

DEFINITION 4.1. L’espace de Schwartz S(R™) est l'ensemble des fonctions ¢
de classe C*™ sur R telles que

sup |220°p(z)| < 400
TeR™

pour tous multiindices «, (3.
Comme S C L', on peut calculer la transformée de Fourier d’une fonction de S

et les résultats de la section précédente s’appliquent. Comme la transformation de
Fourier échange dérivation et multiplication, on a évidemment le résultat suivant :

LEMME 4.2. L’espace de Schwartz S est stable par la transformation de Fou-
Tier.

Il n’est pas dans les objectifs de ce cours de parler de topologie sur S, nous
rappelons donc la notion de convergence d’une famille de fonctions dans S.
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DEFINITION 4.3. Soit ¢. une famille de fonctions de S, on dit que p. — ¢
dans S si

sup [2°9°(p.(z) — p(z))| — 0

zeR"?
lorsque € tend vers 0, pour tous multiindices o, 3 (a comparer a la notion de
convergence dans Cg°).

La transformation de Fourier est continue sur & au sens que si . — ¢ dans
S alors . — ¢ dans S. Par ailleurs, il est clair que C5° C S, et on a le résultat
de densité suivant :

PROPOSITION 4.4. C§° est dense dans S.

PREUVE. Soient ¢ € S et x € Cg° avec x(0) = 1, alors p () = x(ex)p(z)
est C5° et de plus

sup. [2297(1 = x(ex)) ()] < sup. (1 = x(e2))2°0% ()]

e Y (ﬁ) sup |2"07 7 p(2)0" x(ex)| < Caplp, ).

zeR"
1<vI<|8

On a majoré le premier terme par e sup |Vy| sup |z|[z20%p|. Ce qui prouve que
p. — @ dans S lorsque € tend vers 0. 0

DEFINITION 4.5. Une distribution tempérée est une forme linéaire u sur l’es-
pace de Schwartz S telle qu’il existe une constante C' > 0 et un entier k tels
que

(@) <C > sup [2°0°p(x)|, Vp€S.

n
la|+18]<k TR

L’espace des distributions tempérées est noté S'.
SiueS et p. — ¢ dans S alors (u, ¢.) — (u, ) lorsque ¢ tend vers 0.

REMARQUE 4.6. Soit x € S telle que x(0) = 1, alors x(¢-)u — u dans S’
lorsque ¢ tend vers 0 car x(e)p — ¢ dans S. En effet, on peut reprendre la
preuve faite pour la proposition 4.4.

REMARQUE 4.7. Il est clair que L? C S’ pour tout p > 1. Par contre L, € S,

loc
puisque par exemple e*” ¢S

L’application qui a une distribution tempérée fait correspondre sa restriction
a C§°
S'(R") — D'(R")
U — ulcge

est linéaire et injective en vertu de la proposition 4.4. En identifiant S” et son
image par cette injection, on peut donc considérer S’ comme un sous espace de
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D’. Plus précisément, comme le nombre de dérivées consommées dans la définition
d’une distribution tempérée est fixe, une distribution tempérée est d’ordre fini.
De plus comme la classe de Schwartz S est stable par les opérations usuelles
— dérivation, translation, multiplication par une fonction C>* — l’espace des
distributions tempérées est stable par ces opérations.

En outre, rappelons qu'une distribution a support compact peut étre pro-
longée a C*> par la formule

(@, ) = (u, x)
ou x est une fonction de troncature Ci° égale a 1 sur un ouvert contenant le
support de u. L’application

E'R") — S'(R")
u— U

est une injection qui permet d’identifier £ & un sous-espace de S’. Ainsi les divers
espaces de distribution se hierarchisent de la maniere suivante :

PROPOSITION 4.8. On a la série d’inclusions
EcsSch.cD
ot, Dy désigne l’ensemble des distributions d’ordre fini.

DEFINITION 4.9. Soit uw € 8’ une distribution tempérée, la transformée de
Fourier de u est la distribution u définie par

(i, 0) = (u, @), VpeS.
EXEMPLE 3. 6 =1, 1 = (21)"0

La transformée de Fourier est continue sur &’ au sens que si u, — u dans S
alors 4, — u dans S’.

REMARQUE 4.10. Dans le cas ou v € LP C & avec 1 < p < oo, on peut
calculer @ par un passage a la limite dans S’. Soit x € S, alors x(e-)u — u dans
S’ d’apres la remarque 4.6, et x(e-)u € L' donc on peut calculer

a(€) =lim [ x(ex)e ™ u(z)dz (dans S').

Il existe une autre maniere de prolonger la transformée de Fourier d’une fonc-
tion L” pour 1 < p < 2 : l'interpolation — on arrive a prolonger la transformée
de Fourier en une application bornée

/ 1 1
F: P17, —+—-=1 p<2
p p

—_

EXEMPLE 4. FI:—, 1,
1 & —10
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En effet soit x une fonction C* a support dans [—1,400], égale a 1 sur R
alors y(z)e ™ € S et en appliquant la remarque précédente on a
“+oo
1 1

H = lim e e dy = = lim —
e—0 0 7 e—0 S — &

5. Propriétés de la transformation de Fourier

La transformation de Fourier est définie pour les distributions tempérées, il
reste a étendre les propriétés satisfaites par la transformation de Fourier des fonc-
tions L? aux distributions et & établir quelques propriétés simples additionelles.

Commengons par les propriétés les plus évidentes. Soit A une matrice n X n
inversible, on utilisera la notation suivante

(uo A, @) = |det A|"Hu,po A1)
obtenue par analogie avec un changement de variable dans le cas ol u est une
fonction.
PROPOSITION 5.1. Soit u € 8" une distribution temprérée. Alors on a

(1) Z;u = —Dji, et donc z°u = (—1)*D*%

(2) Ej\u = &, et donc Doy = ]

(3) @ = (2m)"

(4) uo A = |det A YuotA™L et Fou = e~imaq,
La troisieme propriété permet donc d’affirmer que la transformée de Fourier F :

S — &' est un isomorphisme d’inverse F~' = (27)"F.

PREUVE. Les quatre propriétés sont obtenues par dualité, il suffit de les
vérifier sur les fonctons test. Pour les trois premieres, cela a été fait dans la
section 2. En ce qui concerne la quatrieme, c¢’est un simple changement de va-
riable

go/o\A: /6_”'590(%193) dx = !detA’/e_iy.tA%‘P(y) dy

et pour ce qui est de la translation

Tap = e ¢ / e " p(x) dr.

Ce qui acheve la preuve. O

Abordons maintenant la question de la convolution. Rappelons que pour des
fonctions L?, le produit de convolution se transforme en le produit usuel. Avec les
distributions, il convient d’étre prudent dans la mesure ou le produit de convolu-
tion n’a été défini que dans certains cas, et le produit de deux distributions n’a
pas été défini! Commencons par un cas simple.
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THEOREME 5.2. Soient u € 8" et ¢ € S une distributions tempérée et une
fonction de la classe de Schwartz. Alors on peut définir la convolée® uxv et on a

u* @ = Q.
PREUVE. Siu € S et ¢ € S alors (u* o, ) = (i1, ¢ * 1) (cette formule a un
sens car S est stable par convolution) définit une distribution tempérée dont la

restriction a C§° coincide avec la convolution u* ¢ définie dans D’ lorsque ¢ € C§°
ou lorsque u € £'. En outre, on a

(Tw P, 1) = (i, @ 0) = (u, GO) = (0, ).
]

THEOREME 5.3. Soit uw € &' wune distribution & support compact, alors la
transformée de Fourier de u est une fonction C* a croissance lente donnée par

a(€) = (u, ™).

PREUVE. Soit u € £, d’apres le théoreme d’intégration sous le signe crochet,
on a

(i) = (0.9 = [ ola)me ™) do
ce qui implique que 4 est la fonction (u, e~™%) & croissance lente :
[(u,e™¢)| < Cymax sup |95 (e™)| < Crl¢]™.
|| <k TESUPp u

Cette fonction est C*° par le théoreme de dérivation sous le signe crochet et
Do = (—1)legaq, O

Il existe un résultat avec des majorations plus précises et une réciprque au
précédent résultat, c’est le théoreme de Paley-Wiener-Schwartz. Par ailleurs, une

conséquence du résultat précédent est un moyen de calculer la transformée de
Fourier.

COROLLAIRE 5.4. Soit u € S’ et soit x € C§° telle que x(0) = 1, la trans-
formée de Fourier de u peut étre calculée par la limite

0= lin%<u, x(ex)e ™) dans S’

PREUVE. On a montré que x(e-)¢ — ¢ dans S dans la preuve de la propo-

sition 4.4, ce qui implique que x(e-)u — u dans &’ et donc que x(e-)u — w. De
plus x(e-)u € £, ce qui donne la formule désirée. O

THEOREME 5.5. Sotent u € 8’ et v € £ C S’ deuz distributions tempérées.
Alors u v est une distribution tempérée et on a
—_— A A
Uk U = UV.
3Sont supposées définies et connues la convolée d’'une fonction de C§° et d’une distribution,
et plus généralement d’une distribution de £’ et d’une distribution de D’.
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PREUVE. Soit x € Ci° égale a 1 sur un ouvert contenant le support de v. La
formule

<u * U, 90> = <uz> <Uy’ go(x + y)>> = <uz> <Uy’ X(y)gp(iﬁ + y)>>

permet de définir une distribution tempérée dont la restriction a Cg° coincide avec
u *v. En effet,

2707 (v, xo(- + )| = [{v, 2*Xx0% (- + )]

<C Y sup sup (Jz+yl+ )0 o(x + y)|
(< PER" YESUPP X

implique que (v, p(-+x)) est une fonction de la classe de Schwartz (les puissances
de |y| sont bornées car y € supp x et les puissances de |x+y| sont absorbées grace
au fait que ¢ € S) et donc que le crochet de dualité est bien défini.

On peut alors calculer

(@x, ) = (ug, (vy, p(a + ) = (s, (0, p(n)))
or v € £ implique que ¥ est une fonction C* donc

—

(60, ¢ 0(1)) = / = Mo(n)p(n) dn = vB(x) € S.

Ceci donne donc

ce qui acheve le calcul. O

6. Un exemple : la formule de Poisson
Soit a € R, on considere la distribution tempérée suivante
Dy= ) b
veZn
Le noyau de Poisson est la fonction 2r—périodique suivante

1—172
P(r,0) =
(r,0) 1 —2rcosf + r?

elle intervient dans la recherche de fonctions harmoniques (i.e. solution de Au =
0) de deux variables.

LEMME 6.1. Soit ¢ € S alors
@) [ p@Prw) Pl do — ¢(0)
[—m, 7)™

lorsque r tend vers 1.
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PREUVE. On commence par remarquer que’

™

— P =1

o | (r,0)do

par conséquent, si ¢ € C*(R), la formule de Taylor permet d’écrire ¥ (0) =
»(0) +9'(0)0 + 62x(0) avec x de classe C* et en utilisant la parité de P(r, ) en
6 on a

% _z P(r,0)0(6) df — (0) % /_ 7; (0)02P(r, 0)d0
1T (1 —r?)6?
T or _WX(8>(1—T)2+4sin28/2

Ce qui donne la majoration

1 ™ rsin gy -2
_ _ < _ 2
‘% /_WP(T,OW(G)CZ@ ¢(0))_4\1 il sue X f ( 7 ) do

et prouve le résultat en dimension n = 1. Dans le cas de la dimension quelconque,
le résultat reste vrai pour des fonctions de la forme ¢ = 1, ®- - -®1,, en particulier
pour e~ % Dans le cas général, lorsque ¢ € S, le théoreme de Fubini permet
d’écrire

/[_ . o(w)P(rywy) -+ P(rywy,) dw

=(2m)™" / ‘ﬁ(k)/ e*P(rw) .- P(r,w,) dw dk
[_77771']”

7

—(2m)~™ lorsque r—1

ce qui d’apres le théoreme de convergence dominée, tend vers

[ et di = 2mye(0)
et le preuve est achevée. O

THEOREME 6.2 (Formule de sommation de Poisson). On a Dy = (27)" Doy,
ce qui se traduit par la formule de sommation suivante

Z o(v) = (2m)" Z o(2nv), Vo€ S.

veZ™ veZ™

4Rappelons quen utilisant le théoreme des résidus, on montre que pour a > b > 0

T 1 1 27
———df) = dz = .
/,Wa—&—bcosﬁ ?{Z_l b2+ 2az +b a2 — 12



18 1. LA TRANSFORMATION DE FOURIER

PREUVE. Il s’agit de calculer la distribution
P — —iv-€
pour cela, on considere la fonction
7)6(5) _ Z e—cav) p—iv€
vezn
avec q(v) = Z;l:l |vj], qui converge vers P dans S car

(Pep) =D o) = Y ¢(v) = (P,¢)

veZ™ veaZm
lorsque € tend vers 0 d’apres le théoreme de convergence dominée.
On peut calculer la fonction P.(€)

+o00 n 1— 6—26

_ - —elv| ,—wé&\
P€(§>_H< >, e £>—gl_2€_ECOS§j+€_2€

j=1 wv=-o00

- P(6_€7 61) e P(6_57 gn)

ou P(r,0) est le noyau de Poisson. Par conséquent si ¢ € S, on a

/( df_Z/ o(& + 2mv)P(&) dE.

vEZn 7)™

Chacun des termes de cette somme est majore par

v up €] .
[ elE 2P d < s ol |/ P.(¢) de

7)™
-

—(2m)n

et tend vers p(27v) lorsque € — 0 d’apres le lemme 6.1. On conclue alors avec le
théoreme de convergence dominée. U



