Quelques résultats sur 1’équation des ondes

On veut étudier I’équation différentielle suivante
(Ondes) O*u — Ayu=f sur R xR

C’est une équation hyperbolique dont le symbole est la forme qua-
dratique —72 + |£]? de signature (1,d). Cette note est organisée de la
maniere suivante :
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1. PRELIMINAIRES

Définition 1. Une solution fondamentale de I’équation des ondes est
une distribution E € D'(R") solution de

(1) O'F — ALFE =,
On cherche a déterminer une solution fondamentale de I’équation des

ondes : en passant a la transformée de Fourier dans la variable spatiale,
on obtient I’équation différentielle ordinaire

OF + |EPE = 6(t)

dont I’équation homogene associée a pour base de solutions cos(t|€|) et
sin(t£]). On utilise alors une variation des constantes

a(t) cos([S]) + b(t) sin(t[¢])
avec la condition
' (t) cos(t|€) + V' () sin(t]€]) = 0
ce qui donne 'autre équation
—a'(t)[¢] sin(#[€]) + b'(2)[€] cos(t[¢]) = d(2)
et donc
o (1) = —5(t)—sm|(§|‘f )

—0, b(t)=o(%) COS|(§|’5‘) - (Sl(ﬁtl)
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Finalement on peut choisir a(t) = 0 et b(t) = H(t) soit

- sin(¢

€l
cette expression représente une distribution tempérée. De méme, la
distribution £_ = FE, est également une solution fondamentale de

I’équation des ondes. On vient donc de démontrer le résultat intermédiaire
suivant :

Théoreme 2. Une solution fondamentale de I’équation des ondes est
la distribution tempérée donnée par la transformée de Fourier inverse
dans la variable z € R?

sin(t[¢€])
€l

Pour déterminer la solution fondamentale de ’équation des ondes, il
s’agit donc de faire le calcul de la transformée de Fourier précédente.
Nous nous limiterons aux cas de dimension d = 1 et d = 2 ou le
résultat est une fonction L[, et au cas de la dimension d = 3, ou I'on
obtient une mesure. En dimension supérieure, on obtient également des

distributions.

E, = H(t)}"jl,( ) e 8'(R x RY).

2. SOLUTION FONDAMENTALE EN DIMENSION d =1
En dimension d = 1, on a
sin(tle]) _ sin(t¢)
G
Théoreme 3. Une solution fondamentale de [’équation des ondes en
dimension (spatiale) d = 2 est donnée par

E.(t2) = SH(t— [z]).

1
loc

Remarquons que E, est une fonction L; .. De plus, la distribution

. 1.
E =F= §H(t+ |z|)
est également une solution fondamentale, chacune des deux solutions

fondamentales F, et E_ sont supportées respectivement dans le demi
cone t > |z| et t < —|x|.



Preuve. Rappelons que!
_, /sin 1
F 1(—;5)) = 5ln(@)
par conséquent grace a un changement de variable
in(t 1
B (ta) = HOF () = SH010),

Ce qui donne le résultat. O

3. SOLUTION FONDAMENTALE EN DIMENSION d = 2

Commencons par approcher la solution fondamentale en introduisant
un facteur de convergence dans la transformée de Fourier inverse.

Lemme 4. La transformée de Fourier inverse de la fonction L' N L2
& — e~lElsin(t|¢])/|€| en dimension d = 2 est donnée par

1 1

H(t — |z]) + O(e)

st € est assez petil.

Preuve. Calculons la transformée de Fourier inverse

t dwd
(2) F- (sm’(ﬂ]f\ 5"“ / /sl "sin(rt)e m“ﬂ

en passant en coordonnées polaires. L’intégrale sur le cercle représente
la transformée de Fourier de la mesure sur le cercle (qui est une dis-
tribution & support compact) au point —rz ; cette transformée est une
fonction radiale?

27
dLU(—Tl') _ / eimcw dw = / ez’r|x\cos€ de.
St 0

1En effet, I'intégrale

i " smx i€ g 1/7“ Sinmcos(mﬁ)dw:i
2m T T ) @

r€+1) gin

x
rg-1) ¥
tend vers %1[,1,1} (¢) lorsque r — +o0.

20n peut écrire x sous la forme = = |z|Ae; ot e; = (1,0) et A est une rotation
du plan (dépendant du vecteur z, ce qui donne x - w = |zle; - tAw, et en faisant le
changement de variable w — ‘Aw qui ne modifie ni la mesure ni le cercle, invariant
par rotation, on obtient 'intégrale

K
/ eir\x|.w1 dw = / eir\w|cos9 do.
St 0
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Ainsi la transformée de Fourier inverse (2) est-elle égale a

1 —+oo 2 )
— / e~ sin(rt)e”el1<s? qg dr
0

472

ou encore apres quelques calculs

+0o0
1 — Im/ / e er zr (t+|x| cos 9) dr db
v

a7 t<H \cos O+ic

en tenant compte de (3). Ceci termine le calcul si on utilise le lemme
qui suit (avec a =t et b = |z|). O

Lemme 5. Soient a,b > 0 et si ¢ > 0 est assez petit alors on a

27
/27r Ao . W + 0(8) lO’I’S(]U@ a>b>0
o atbeostie 4—7T+0(5) lorsque 0 < a < b
Wb% —a?

Preuve. Cette intégrale peut étre écrite comme une intégrale curviligne®

27{ dz
) |2]=1 bz? 4+ 2az + b+ e

que 'on peut calculer a ’aide du théoreme des résidus. Les poles de la
fraction sont donnés par

_ 4y
=TT b

ou la branche considérée de la racine est par exemple celle définie en
dehors de la demi-droite # = 7 /4 De plus, le résidu de la fraction aux
poles est donnée par
1 b 1
res — =+ + .
z=z+ bz + 2az + b+ ie Zy — 2 2va? — b% — ich

Enfin, remarquons que

2,2 |2 = h+w_4+—>1

3La preuve de ce lemme est parfaitement hors programme puisque la théorie
des fonctions holomorphes n’a pas été étudiée en MACS. Elle est donnée a titre
purement indicatif.
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ce qui implique que les deux poles ne peuvent étre a l'intérieur du
disque unité. En outre, on a

a a? — b2 , b -3
z+=———|——(1—15 ) .

b b

Lorsque a > b > 0, on en déduit

2 )2\ 2
2, = (%_GT> +O@) < 1
0<<1
et lorsque 0 < a < b
2
9 a 3 )2 1.8
= (7 —— —-— <1
’Z+’ (b 9 bg—a2 + bQ
0<%y

si I'on suppose ¢ assez petit.

Par conséquent le pole z, est a l'intérieur du disque unité |z, | < 1
et le pole z_ a lextérieur |z_| > 1, seul le résidu au poéle z, apporte
une contribution a l'intégrale curviligne. Le théoreme des résidus donne
donc

% dz B T
L1 b2+ 2az+b+ie a2 — b2 —ich
Dans le cas 0 < a < b, cela permet d’affirmer que

T do 2m _ b -3
= (e )
0o a-+bcosl+ie ivb2 — g2 a? — b?
ce qui donne le résultat apres un développement limité. De méme dans
le cas 0 < b < a, cela donne

g do 2r b -
dd = —— (1 +ie—-—
/0 a -+ bcosl +ie a2—b2( +Z6[)2—(12)

ce qui donne le résultat apres un développement limité. O

(M

Théoreme 6. Une solution fondamentale de [’équation des ondes en
dimension (spatiale) d = 2 est donnée par

1

: 1
Remarquons que £ est une fonction L.

a t r a
E_ (t,x dtda::/ / —drdt:/ tdt < 400
//t|<a| +(67) o Jo Vit —r1? 0

By (ta) = 5 H(t ~ la]

puisque
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Preuve. Il est clair que

sin(tle]) e L sin(tl€])
T

lorsque € tend vers 0, donc il suffit de calculer

dans S'(R%™)

Ey =lim H(t)F~ (s1n|(§:§|) %m) dans S'(R*™).

Or pour toute fonction dans la classe de Schwartz, on a

2m //Mm| |x|2 Wroamprvil O(é))@(t, ) dt dx

1 1
— —// ————(t,x) dtdx
21 ) Jispal V12 — |2]?

ce qui termine la preuve. 0

4. SOLUTION FONDAMENTALE EN DIMENSION d = 3
On rappelle le calcul de la transformée de Fourier de la Gaussienne

(3) /Me‘ Tt — \fame

oo

Donnons 'analogue du lemme 4 qui permet de calculer une approxi-
mation de la solution fondamentale.

Lemme 7. La transformée de Fourier inverse de la fonction I'nL?
£ — e kP 2gin(t|¢])/|€| en dimension d = 3 est donnée par

1 1 (6_(tf)\1\)2 _ e_(t—w)
4 |w| /2me

Preuve. Comme auparavant, on passe en coordonnées polaires

(4) f'_l (Sm(ﬂf‘) e—eglz) — / / e—eé Sin(rt)ez’rm-w dwcir

et 'intégrale sur la sphere représente la transformée de Fourier de la

mesure sur la sphere que 1'on peut calculer explicitement
-~ T ) sin(r|x
dw(—rz) = 27r/ elrleleost gin 0 do = 27 —( | D
0

rlz]

Aussi la transformée de Fourier inverse (4) est-elle égale &

1 too 2
proT /0 e~z sin(rt) sin(r|z|) dr



ou encore puisque le produit des deux sinus est égal a %(sin(rt+r!x\) +
sin(rt — r|x|))

1 +oo r2 : +oo r2 .
—TIm (/ e~ T e rl=l2l) gy —I—/ et v ital) dr)
82| x| , -

o o

ce qui donne le résultat désiré en tenant compte de (3). O

Théoreme 8. Une solution fondamentale de [’équation des ondes en
dimension (spatiale) d = 3 est donnée par la distribution

+00
(Ey, / / to(t, tw) dw dt.
47T S2

Preuve. Puisque

Sin(t|§|) —eg N Sin(t|§|) dans Sl(Rd+1)

I €]

lorsque € tend vers 0, donc il suffit de calculer

B, = lim Ht)F (%6_5%) dans S'(R*1).

Or on a

//+°° &

( <t+2\5\>- . (t—|e \)2) dtd—x
!x\

oo 1 t4r)?
/ / olt, rw) e "5 rdr dw dt
S2 27'('5

= /)tgo (t,tw) dw dt

ce qui acheve la preuve. O

+oo
—I—oo

5. QUELQUES PROPRIETES DE L'EQUATION DES ONDES

Remarquons que la résolution de 1’équation des ondes avec données
initiales
0?u—Ayu=f sur RxR?
(Ondes) u(0,z) = ug
0yu(0,2) = uy(x)

se décompose en la résolution des deux équations, I'une homogene,
I'autre a données initiales nulles

0fv — Ayu =0 OPw— Ayw=f
(5) v(0,7) = uy w(0,2) =0

0w(0,z) = uy(x) Oyw(0,2) =0
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puisque la solution des ondes est donnée par u = v+w. Cette décomposition
qui vient de la linéarité de 1'équation peut s’avérer utile.

De plus, pour résoudre équation homogene, il suffit de savoir la
résoudre lorsque uy = 0, en effet si v; est solution de

Q?Uj - A$Uj =0
Uj(o,l') =0
0rv; (0, 2) = uj(z)

alors v = 0yv; + vy est solution de I’équation des ondes homogene
et de plus v(0,2) = Ov1(0,2) = ui(x) et dv(0,2) = —Av1(0,2) +
O0v9(0,2) = uy(x). De méme pour résoudre ’équation inhomogene, il
suffit de résoudre

(9,5271) —A,w=0
w(0,s,2) =0
aISUNJ(O7 871‘) = f(S,ZL‘)

et la solution correspondant a ’équation inhomogene est donnée par la
formule de Duhamel

t
w(t, x) :/ w(t — s,s,x)ds.
0

Ainsi peut-on se ramener a la résolution de I’équation homogene avec
données initiales ug = 0 et u;.

Revenons a 1’équation des ondes générale. En reprenant les calculs
faits dans la section préliminaire (passage a la transformée de Fou-
rier dans la variable spatiale, variation de la double constante dans
I’équation ordinaire obtenue) on voit que

Esin((t — s)[€)) sin(t[¢]) -
A €] g

est solution de I’équation ordinaire obtenue a partir de ’équation des
ondes en passant a la transformée de Fourier. Par conséquent si on note

E=E,—E_ =F () ona

F(s5,€) ds + cos(t|¢])iio (&) +

t
w= [ Bl s flo ) ds + ) v+ L) s
0
Les solutions fondamentales calculées jusqu’a présent vérifient la pro-
priété
supp Fx C {(t,z) e R x R¥: |t| > |z|} =T

ceci implique le principe de Huygens.
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Théoréme 9 (Principe de Huygens). Si u est solution de l’équation
des ondes avec données initiales ug,u; € E'(RY) supportées dans la
boule B(0,r) alors

suppu C B(0,r + [t]).
Autrement dit, la propagation des ondes se fait a vitesse finie.

On peut améliorer ce résultat en dimension impaire : c’est le principe
de Huygens fort.

L’énergie d’une solution u(¢,z) dans H?(R**!) (ou C?(R; H'(RY)))
de I'équation des ondes homogene est conservée : on définit 1’énergie
comme étant la quantité

Elul(t) :/\V(m)u(t,x)\de.

Alors on a

%E[u](t) = 2Re (/dfuat_ud:v + /Vu -Vou dm)

= 2Re (/(afu — Ayu) @daﬁ) = 0.

Théoréme 10 (Conservation de I'énergie). Soit u € C?*(R; H(RY))
une solution de l’équation des ondes homogéne. Alors l'énergie Elul(t)
est une fonction constante du temps.



