
Quelques r�esultats sur l'�equation des ondes

On veut �etudier l'�equation di��erentielle suivante
@2t u��xu = f sur R�Rd:(Ondes)

C'est une �equation hyperbolique dont le symbole est la forme qua-dratique �� 2 + j�j2 de signature (1; d). Cette note est organis�ee de lamani�ere suivante :
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1. Pr�eliminaires
D�e�nition 1. Une solution fondamentale de l'�equation des ondes estune distribution E 2 D0(Rd+1) solution de

@2tE ��xE = �:(1)
On cherche �a d�eterminer une solution fondamentale de l'�equation desondes : en passant �a la transform�ee de Fourier dans la variable spatiale,on obtient l'�equation di��erentielle ordinaire

@2t Ê + j�j2Ê = �(t)
dont l'�equation homog�ene associ�ee a pour base de solutions cos(tj�j) etsin(tj�j). On utilise alors une variation des constantes

a(t) cos(tj�j) + b(t) sin(tj�j)
avec la condition

a0(t) cos(tj�) + b0(t) sin(tj�j) = 0
ce qui donne l'autre �equation

�a0(t)j�j sin(tj�j) + b0(t)j�j cos(tj�j) = �(t)
et donc

a0(t) = ��(t)sin(tj�j)j�j = 0; b0(t) = �(t)cos(tj�j)j�j = �(t)j�j :1



2
Finalement on peut choisir a(t) = 0 et b(t) = H(t) soit

Ê+ = H(t)sin(tj�j)j�j
cette expression repr�esente une distribution temp�er�ee. De même, ladistribution E� = �E+ est �egalement une solution fondamentale del'�equation des ondes. On vient donc de d�emontrer le r�esultat interm�ediairesuivant :
Th�eor�eme 2. Une solution fondamentale de l'�equation des ondes estla distribution temp�er�ee donn�ee par la transform�ee de Fourier inversedans la variable x 2 Rd

E+ = H(t)F�1�!x�sin(tj�j)j�j
� 2 S 0(R�Rd):

Pour d�eterminer la solution fondamentale de l'�equation des ondes, ils'agit donc de faire le calcul de la transform�ee de Fourier pr�ec�edente.Nous nous limiterons aux cas de dimension d = 1 et d = 2 o�u ler�esultat est une fonction L1loc, et au cas de la dimension d = 3, o�u l'onobtient une mesure. En dimension sup�erieure, on obtient �egalement desdistributions.
2. Solution fondamentale en dimension d = 1

En dimension d = 1, on a
sin(tj�j)j�j = sin(t�)� :

Th�eor�eme 3. Une solution fondamentale de l'�equation des ondes endimension (spatiale) d = 2 est donn�ee par
E+(t; x) = 12H(t� jxj):

Remarquons que E+ est une fonction L1loc. De plus, la distribution
E� = �E = 12 �H(t+ jxj)

est �egalement une solution fondamentale, chacune des deux solutionsfondamentales E+ et E� sont support�ees respectivement dans le demicône t > jxj et t < �jxj.
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Preuve. Rappelons que1

F�1�sin(�)�
� = 121[�1;1](x)

par cons�equent grâce �a un changement de variable
E+(t; x) = H(t)F�1�sin(t�)�

� = 12H(t)1[�t;t](x):
Ce qui donne le r�esultat. �

3. Solution fondamentale en dimension d = 2
Commen�cons par approcher la solution fondamentale en introduisantun facteur de convergence dans la transform�ee de Fourier inverse.

Lemme 4. La transform�ee de Fourier inverse de la fonction L1 \ L2
� ! e�"j�j sin(tj�j)=j�j en dimension d = 2 est donn�ee par12� 1pt2 � jxj2H(t� jxj) +O(")
si " est assez petit.
Preuve. Calculons la transform�ee de Fourier inverse

F�1�sin(tj�j)j�j e�"j�j� = Z +1
0

Z
S1 e�"r sin(rt)eirx�!

d!dr4�2(2)
en passant en coordonn�ees polaires. L'int�egrale sur le cercle repr�esentela transform�ee de Fourier de la mesure sur le cercle (qui est une dis-tribution �a support compact) au point �rx ; cette transform�ee est unefonction radiale2

cd!(�rx) = Z
S1 eirx�! d! = Z 2�

0 eirjxj cos � d�:
1En e�et, l'int�egrale

12�
Z r

�r

sinxx eix � dx = 1�
Z r

0

sinxx cos(x �) dx = 12�
Z r(�+1)

r(��1)

sinxx dx
tend vers 1

21[�1;1](�) lorsque r ! +1.2On peut �ecrire x sous la forme x = jxjAe1 o�u e1 = (1; 0) et A est une rotationdu plan (d�ependant du vecteur x, ce qui donne x � ! = jxje1 � tA!, et en faisant lechangement de variable ! ! tA! qui ne modi�e ni la mesure ni le cercle, invariantpar rotation, on obtient l'int�egraleZ
S1

eirjxj�!1 d! = Z �

0
eirjxj cos � d�:
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Ainsi la transform�ee de Fourier inverse (2) est-elle �egale �a

14�2
Z +1
0

Z 2�
0 e�"r sin(rt)eirjxj cos � d� dr

ou encore apr�es quelques calculs
14�2 Im

Z 2�
0

Z +1
0 e�"reir(t+jxj cos �) dr| {z }=� 1

i
1

t+jxj cos �+i"

d�

en tenant compte de (3). Ceci termine le calcul si on utilise le lemmequi suit (avec a = t et b = jxj). �
Lemme 5. Soient a; b > 0 et si " > 0 est assez petit alors on a
Z 2�
0

d�a+ b cos � + i" d� =
8><
>:

2�pa2 � b2 +O(") lorsque a > b > 0
2�ipb2 � a2 +O(") lorsque 0 < a < b :

Preuve. Cette int�egrale peut être �ecrite comme une int�egrale curviligne3
2i
I
jzj=1

dzbz2 + 2az + b+ i"
que l'on peut calculer �a l'aide du th�eor�eme des r�esidus. Les pôles de lafraction sont donn�es par

z� = �ab �
pa2 � b2 � i"bb

o�u la branche consid�er�ee de la racine est par exemple celle d�e�nie endehors de la demi-droite � = �=4 De plus, le r�esidu de la fraction auxpôles est donn�ee par
resz=z� 1bz2 + 2az + b+ i" = � bz+ � z� = � 12pa2 � b2 � i"b:

En�n, remarquons que
jz+z�j2 = ���1 + i"b

���2 = 1 + "2b2 > 1
3La preuve de ce lemme est parfaitement hors programme puisque la th�eoriedes fonctions holomorphes n'a pas �et�e �etudi�ee en MACS. Elle est donn�ee �a titrepurement indicatif.



5
ce qui implique que les deux pôles ne peuvent être �a l'int�erieur dudisque unit�e. En outre, on a

z+ = �ab +
pa2 � b2b

�1� i" ba2 � b2
�� 1

2

| {z }=1+i "b

2(a2�b2)
+O("2)

:

Lorsque a > b > 0, on en d�eduit
jz+j2 = �ab �

pa2 � b2b
�2

| {z }0����<1
+O(") < 1

et lorsque 0 < a < b
jz+j2 = �ab � "2pb2 � a2

�2
| {z }0����<a2

b2

+1� a2b2 < 1

si l'on suppose " assez petit.Par cons�equent le pôle z+ est �a l'int�erieur du disque unit�e jz+j < 1et le pôle z� �a l'ext�erieur jz�j > 1, seul le r�esidu au pôle z+ apporteune contribution �a l'int�egrale curviligne. Le th�eor�eme des r�esidus donnedonc I
jzj=1

dzbz2 + 2az + b+ i" = �ipa2 � b2 � i"b:Dans le cas 0 < a < b, cela permet d'a�rmer queZ �
0

d�a+ b cos � + i" d� = 2�ipb2 � a2
�1� i" ba2 � b2

�� 1
2

ce qui donne le r�esultat apr�es un d�eveloppement limit�e. De même dansle cas 0 < b < a, cela donneZ �
0

d�a+ b cos � + i" d� = 2�pa2 � b2
�1 + i" bb2 � a2

�� 1
2

ce qui donne le r�esultat apr�es un d�eveloppement limit�e. �
Th�eor�eme 6. Une solution fondamentale de l'�equation des ondes endimension (spatiale) d = 2 est donn�ee par

E+(t; x) = 12� H(t� jxj) 1pt2 � jxj2 :
Remarquons que E+ est une fonction L1loc puisqueZZ

jtj<a jE+(t; x)j dt dx = Z a
0
Z t
0

rpt2 � r2 dr dt =
Z a
0 t dt < +1
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Preuve. Il est clair que

sin(tj�j)j�j e�"j�j ! sin(tj�j)j�j dans S 0(Rd+1)
lorsque " tend vers 0, donc il su�t de calculer

E+ = lim"!0H(t)F�1�sin(tj�j)j�j e�"j�j� dans S 0(Rd+1):
Or pour toute fonction dans la classe de Schwartz, on a

12�
ZZ

t>jxj
� 1pt2 � jxj2 +O(")�'(t; x) dt dx

! 12�
ZZ

t>jxj
1pt2 � jxj2'(t; x) dt dx

ce qui termine la preuve. �
4. Solution fondamentale en dimension d = 3

On rappelle le calcul de la transform�ee de Fourier de la GaussienneZ +1
�1 e� t2

2 e�it � dt = p2�e� �2

2 :(3)
Donnons l'analogue du lemme 4 qui permet de calculer une approxi-mation de la solution fondamentale.
Lemme 7. La transform�ee de Fourier inverse de la fonction L1 \ L2
� ! e�"j�j2=2 sin(tj�j)=j�j en dimension d = 3 est donn�ee par

14�jxj 1p2�"
�e� (t+jxj)2

2" � e� (t�jxj)2

2"

�
Preuve. Comme auparavant, on passe en coordonn�ees polaires

F�1�sin(tj�j)j�j e�" j�j22 � = Z +1
0

Z
S2 e�"

r2

2 sin(rt)eirx�! d!dr8�3(4)
et l'int�egrale sur la sph�ere repr�esente la transform�ee de Fourier de lamesure sur la sph�ere que l'on peut calculer explicitement

cd!(�rx) = 2� Z �
0 eirjxj cos � sin � d� = 2� sin(rjxj)rjxj :

Aussi la transform�ee de Fourier inverse (4) est-elle �egale �a
14�2jxj

Z +1
0 e�" r22 sin(rt) sin(rjxj) dr
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ou encore puisque le produit des deux sinus est �egal �a 12(sin(rt+rjxj)+sin(rt� rjxj))

18�2jxjIm
�Z +1

�1 e�" r22 e�ir(t�jxj) dr + Z +1
�1 e�" r22 e�ir(t+jxj) dr�

ce qui donne le r�esultat d�esir�e en tenant compte de (3). �
Th�eor�eme 8. Une solution fondamentale de l'�equation des ondes endimension (spatiale) d = 3 est donn�ee par la distribution

hE+; 'i = 14�
Z +1
0

Z
S2 t'(t; t!) d! dt:

Preuve. Puisque
sin(tj�j)j�j e�" j�j22 ! sin(tj�j)j�j dans S 0(Rd+1)

lorsque " tend vers 0, donc il su�t de calculer
E+ = lim"!0H(t)F�1�sin(tj�j)j�j e�" j�j22 � dans S 0(Rd+1):

Or on a14�
Z Z +1

0 '(t; x) 1p2�"
�e� (t+jxj)2

2" � e� (t�jxj)2

2"

� dt dxjxj
= 14�

Z +1
0

Z
S2
Z +1
�1 '(t; r!) 1p2�"e�

(t+r)2

2" rdr d! dt
! 14�

Z +1
0

Z
S2 t'(t; t!) d! dt

ce qui ach�eve la preuve. �
5. Quelques propri�et�es de l'�equation des ondes

Remarquons que la r�esolution de l'�equation des ondes avec donn�eesinitiales 8<
:

@2t u��xu = f sur R�Rd
u(0; x) = u0@tu(0; x) = u1(x)(Ondes)

se d�ecompose en la r�esolution des deux �equations, l'une homog�ene,l'autre �a donn�ees initiales nulles8<
:

@2t v ��xv = 0v(0; x) = u0@tv(0; x) = u1(x)
8<
:

@2tw ��xw = fw(0; x) = 0@tw(0; x) = 0(5)
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puisque la solution des ondes est donn�ee par u = v+w. Cette d�ecompositionqui vient de la lin�earit�e de l'�equation peut s'av�erer utile.De plus, pour r�esoudre �equation homog�ene, il su�t de savoir lar�esoudre lorsque u0 = 0, en e�et si vj est solution de8<

:
@2t vj ��xvj = 0vj(0; x) = 0@tvj(0; x) = uj(x)

alors v = @tv1 + v2 est solution de l'�equation des ondes homog�eneet de plus v(0; x) = @tv1(0; x) = u1(x) et @tv(0; x) = ��xv1(0; x) +@tv2(0; x) = u2(x). De même pour r�esoudre l'�equation inhomog�ene, ilsu�t de r�esoudre 8<
:

@2t ~w ��x ~w = 0~w(0; s; x) = 0@t ~w(0; s; x) = f(s; x)
et la solution correspondant �a l'�equation inhomog�ene est donn�ee par laformule de Duhamel

w(t; x) = Z t
0 ~w(t� s; s; x) ds:

Ainsi peut-on se ramener �a la r�esolution de l'�equation homog�ene avecdonn�ees initiales u0 = 0 et u1.Revenons �a l'�equation des ondes g�en�erale. En reprenant les calculsfaits dans la section pr�eliminaire (passage �a la transform�ee de Fou-rier dans la variable spatiale, variation de la double constante dansl'�equation ordinaire obtenue) on voit queZ t
0
sin((t� s)j�j)j�j f̂(s; �) ds+ cos(tj�j)û0(�) + sin(tj�j)j�j û1(�)

est solution de l'�equation ordinaire obtenue �a partir de l'�equation desondes en passant �a la transform�ee de Fourier. Par cons�equent si on noteE = E+ � E� = F�1( sin(tj�j)j�j ), on a
u = Z t

0 E(t� s; �) � f(s; �) ds+ @tE(t; �) � u0 + E(t; �) � u1
Les solutions fondamentales calcul�ees jusqu'�a pr�esent v�eri�ent la pro-pri�et�e suppE� � f(t; x) 2 R�Rd : jtj > jxjg = �
ceci implique le principe de Huygens.
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Th�eor�eme 9 (Principe de Huygens). Si u est solution de l'�equationdes ondes avec donn�ees initiales u0; u1 2 E 0(Rd) support�ees dans laboule B(0; r) alors suppu � B(0; r + jtj):Autrement dit, la propagation des ondes se fait �a vitesse �nie.
On peut am�eliorer ce r�esultat en dimension impaire : c'est le principede Huygens fort.L'�energie d'une solution u(t; x) dans H2(Rd+1) (ou C2(R;H1(Rd)))de l'�equation des ondes homog�ene est conserv�ee : on d�e�nit l'�energiecomme �etant la quantit�e

E[u](t) = Z jr(t;x)u(t; x)j2 dx:
Alors on addtE[u](t) = 2Re�Z @2t u @tu dx+ Z ru � r@tu dx�

= 2Re�Z (@2t u��xu) @tu dx� = 0:
Th�eor�eme 10 (Conservation de l'�energie). Soit u 2 C2(R;H1(Rd))une solution de l'�equation des ondes homog�ene. Alors l'�energie E[u](t)est une fonction constante du temps.


